Folgen und Reihen 2b Informatik /Mathematik 9 24.09.2010

Gierhardt Immanuel-Kant-Gymnasium Heiligenhaus

Voriiberlegungen
Aus der Geschichte der Mathematik

CARL FRIEDRICH GAUSS wurde als Sohn armer Eltern am 30. April 1777 in Braunschweig
geboren und starb am 23. Februar 1855 in Goéttingen. Sein Motto lautete: ,,Pauca sed
matura“ (Weniges, aber Reifes). Klassisch ist die Geschichte in der Schule, als der Lehrer den
zehnjéhrigen Schiilern die Aufgabe gibt, die Summe aller Zahlen von 1 bis 100 zu errechnen.
Es dauerte einige Sekunden und C.F. Gauss legte seine Schiefertafel auf den Tisch. Am Ende
der Stunde war seine Zahl die einzig richtige.

1. Wie hat er das so schnell gemacht?

2. Leite eine Formel fur die Summe aller natirlichen Zahlen bis zu einer Zahl n her:
Sh=14+24+3+...4n=> i=
i=1

3. Zeige: Bei einer arithmetischen Folge ist das arithmetische Mittel aus dem ersten und
dem letzten Folgenglied genau so grofl wie das arithmetische Mittel aus dem zweiten
und dem zweitletzten Folgenglied usw.

4. Leite mit der Idee von GAUSS eine Formel fur eine arithmetische Reihe her:
n
sn:a1+a2+a3+...+an:zai:
i=1

5. Schon mehrfach begegnete uns die folgende Formel: Addiert man alle Zweierpotenzen
beginnend beim Exponenten Null bis zu einem natirlichen positiven Erponenten, so
ergibt sich die um eins verminderte Zweierpotenz mit dem ndchstgrofieren Exponenten.

(a) Ubersetze die ,,Formel“ in mathematische Schreibweise und gib einige Beispiele
an.

(b) Schreibe eine solche Summe s,, ausfiihrlich und auch den Term 2s,, und subtrahiere
die beiden Terme. Was fallt auf?

(c) Wie wandelt man rechnerisch einen periodischen Dezimalbruch wie 0,5 in einen
Bruch mit Zéhler und Nenner um?

(d) Benutze diese Ideen zur Herleitung der Summenformel fir die geometrische Reihe.



Summenformeln

Die zur arithmetischen Folge (a,) gehorige Reihe heifit arithmetische Reihe (s,,).

$n=(a1) + (a1 +d) + (a1 +2d) + - + (a1 + (n — 1)d) = > (a1 + (i — 1)d)
=1
Es gilt:
a; + ap
Sp=mn-
2

n

Die zur geometrischen Folge (a,) gehorige Reihe heiit geometrische Reihe (s,,).
sn=ata-gta-@+oca-g =a(l+gt @+ ) =a ) g
i=1

Es gilt:

Aufgaben

1.

Angegeben sind jeweils die ersten drei Glieder einer geometrischen Folge. Erginze bis
zum 5. Glied umd gib auch bis zum 5. Glied die zugehorige geometrische Reihe an
(ohne Summenformel).

(a) 2;6;18;...
9

4:3;—; ...
(b) 73747

(c) 60;—30;15;...

Gib die ersten 5 Glieder der zugehorigen geometrischen Reihe an.
(a
(b
(c
(d
(e
(f

Angegeben sind jeweils die ersten drei Glieder einer geometrischen Reihe. Erganze bis

zum 5. Glied umd gib auch bis zum 5. Glied die zugehorige geometrische Folge an
(ohne Summenformel).
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(a) 2;8;26;...
(b) 10;30;70;...



06 0I 05 0I0 027 009

0,06 0037 0185 000 0,19 183

5. (a,) und (b,) seien geometrische Folgen. Gilt dies auch fur die Folge (¢,) mit

)

(a) a,
(b) en = \/_
(c)

(d)

)

3
| |
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6. Berechne soweit wie moglich folgende geometrische Reihen:
(a) 1+4+16+---+4"0 =

1
(b) 4—|—2+1+ +ﬁ:
3

3
3_2 42 _

() 3= 5+ 05 =+ * 35062

(d) —24+4—8+ - +4096 =
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7. Wie grof} ist die Summe der ersten 7 Glieder in den folgenden geometrischen Reihen:

1
2_7 — ...
(@) 25+
1 1
b) —— + = —
(b) 10+2 -



10.

11.

12.

In einer geometrischen Folge mit dem ersten Folgenglied 1 ist das dritte Glied um
6 grofer als das zweite Glied. Berechne die Summe der geometrischen Reihe mit 7
Summanden.

Berechne die ersten fiinf Glieder der geometrischen Folge, das allgemeine Glied s,, der
geometrischen Reihe und s5!

(a) 1+2+44---

(b 1-2+4—-..

() 1042+04+-
(d) 1000 — 100 + 10 — - - -

In einer geometrischen Reihe sei a; = 1 und ¢ = 1,1. Ab welchem nq sind alle s,, mit
n > ng grofer als 10007

Man spricht in der Physik von einer gedampften Schwingung, wenn die Amplitu-
de mit der Zeit abnimmt. Ist die Luftreibung dominierend, so ergibt sich fiir die
Amplitudenfolge (a,,) anndhernd eine geometrische Folge.

(a) Welchen Weg legt der Korper eines Fadenpendels zurtick bei der Ausgangsampli-
tude a; = 10 cm zuriick, wenn die Amplitude nach jeder halben Schwingung um
10% kleiner wird?

(b) Nach welcher Zeit ist die Amplitude kleiner als 1 mm, wenn die Schwingungsdauer
T =2sist?

In der Abbildung sind durch O vier Geraden gezeichnet, die den Vollwinkel in acht
gleich grofie Teile teilen. Fallt man von einem beliebigen Punkt P; auf einer der
Geraden das Lot auf eine Nachbargerade, erhalt man auf dieser den LotfuBBpunkt P.
In entsprechender Weise findet man Pj, P, usw.

(a) Zeige, dass die Folge der Streckenléngen (a,) eine geometrische Folge ist!

(b) Zeige, dass die Folge der Streckenlédngen (p,,) mit p, = |OP,| eine geometrische
Folge ist!

(c) Zeichne die entsprechende Figur fiir eine Winkel ov = 30°!
(d) Zeige, dass auch bei beliebigem Winkel « eine geometrische Folge entsteht!




